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楕円弧長の計算方法 

(How to calculate the elliptical arc length) 
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（参考：http://keisan.casio.jp/keisan/lib/real/system/2006/1343716870/Elliptic%20arc%20length.pdf） 

 

 

 

楕円の方程式 

a > 0, b > 0, a ≥ b 
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𝑎
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1

𝑎
 を掛ける aを掛ける 

(ルートの中は a2) 

http://keisan.casio.jp/keisan/lib/real/system/2006/1343716870/Elliptic%20arc%20length.pdf
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 楕円弧長 s(x)  

𝐴𝑟𝑐 𝐿𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ = ∫ 𝑑𝑠 = ∫ √𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 = ∫ √
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

𝑑𝑥2
𝑑𝑥 

𝑠(𝑥) = ∫ √1 +
𝑑𝑦2

𝑑𝑥2

𝑥

0

𝑑𝑥 
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ここで、(1)の式を x で微分すると 
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なので、 

 

 
𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2なので 
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𝑠(𝑥)  = ∫ √1 + (
−𝑏𝑥

𝑎√𝑎2 − 𝑥2
)
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𝑑𝑥 

          = ∫ √1 +
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𝑥
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2

𝑥
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ここで、離心率は 

k = √1 −
𝑏2

𝑎2
 であり、 

𝑘2 = 1 −
𝑏2

𝑎2
 

𝑏2

𝑎2
= 1 − 𝑘2 なので 

 

 

 

分母と分子に
1

𝑎2
を掛ける 
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         = ∫ √1 +
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𝑥
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         = ∫ √
1 − 𝑘2 (

𝑥
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2

1 − (
𝑥
𝑎)

2

𝑥

0
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         = 𝑎 ∫ √
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𝑥
𝑎

0

𝑑𝑡 

         = 𝑎𝐸 (
𝑥

𝑎
, 𝑘)  ･･･ (2) 

となる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

t =
𝑥

𝑎
 

 

 

𝐸(𝑥, 𝑘) = ∫ √
1 − 𝑘2𝑥2

1 − 𝑥2

𝑥

0

𝑑𝑥 

 

分母を合わせる 
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楕円弧長 L(θ) L(𝜃) = 𝑠(𝑎) − 𝑠(𝑥) 

𝑥は楕円と直線 y =
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑥の交点(𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0)の X 座標 

なので、 

 y =
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑥 を 

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1に代入して 

𝑥2

𝑎2
+

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑥2

𝑏2
= 1 

𝑏2𝑥2 + 𝑎2 𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑥2

𝑎2𝑏2
= 1 

𝑏2𝑥2 + 𝑎2
𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝑐𝑜𝑠2𝜃
𝑥2 = 𝑎2𝑏2 

𝑥2 (𝑏2 + 𝑎2
𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝑐𝑜𝑠2𝜃
) = 𝑎2𝑏2 

𝑥2 =
𝑎2𝑏2

𝑏2 + 𝑎2 𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑐𝑜𝑠2𝜃

 

𝑥2 =

𝑎2𝑏2

1
𝑏2𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝑐𝑜𝑠2𝜃

 

𝑥2 =
𝑎2𝑏2

𝑏2𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝜃
･𝑐𝑜𝑠2𝜃 

𝑥 = √
𝑎2𝑏2

𝑏2𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝜃
･cos𝜃  ･･･ (3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐲 =
𝒔𝒊𝒏𝜽

𝒄𝒐𝒔𝜽
𝒙 

分母を合わせる 
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  (2)の式と(3)の式より 

L(𝜃) = 𝑎 {𝐸(1, 𝑘) − 𝐸 (
𝑥

𝑎
, 𝑘)} 

となる。 

𝑥 = √
𝑎2𝑏2

𝑏2𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝜃
･cos𝜃  

𝑠(𝑥) = 𝑎𝐸 (
𝑥

𝑎
, 𝑘) 

 

 


